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Introduzione 
 

Nella rivelazione (misura) di deboli segnali dobbiamo curare due aspetti: 

1. elettronica a basso rumore, schermi, ritorni di massa,... 

(curare il front-end)! 

 

2. “rivelazione del segnale” (signal recovery): 

per riuscire a distinguere fra segnale rumore questi debbono 

avere qualche caratteristica che li differenzia. 
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Rivelazione del segnale 
 

1. filtraggio (teoria statistica della stima) 

ricostruzione della forma originale del segnale per consentire la 

stima di alcuni parametri: ampiezza, periodo,... 

 

2. correlazione (teoria statistica della rivelazione) 

rivelare la presenza di un segnale di forma nota senza ricostruire 

la sua forma. 
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Problema ? 
 

Desideriamo ricostruire, o stabilire la presenza, di un segnale s(t) 

attraverso una sua osservazione sperimentale x(t) con 

x(t) = s(t) + n(t) 

dove n(t) è il rumore additivo. 

 
Non sono presi in considerazione casi ad esempio di rumore moltiplicativo  
(esempio: fading o evanescenza dei segnali radio a causa di una 
variazione irregolare del mezzo – densità elettronica della ionosfera) 

 
Soluzione ? 
 

dipende dal tipo di “segnale”: segnale armonico, impulsivo... 
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1. Filtri 
 

filtraggio: media mobile e le sue patologie; filtro primo ordine,... 
 

compito del filtro è quello di eliminare le componenti 
spettrali del segnale x(t) che non contengono alcuna 
informazione sul segnale s(t) che intendiamo stimare. 
Attenzione nella scelta del filtro al suo comportamento  
al rumore e ai disturbi (es. impulsivi). 
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Minimi quadrati (Gauss) 
 

Stima di una grandezza costante s avendo a disposizione una serie di 

misure x = {x1,x2,...xj,...xn} in modo da minimizzare il valore atteso dello 

scarto quadratico ])[( 2sxE − :   ⇒   ][xEs = . 

questo approccio richiede, almeno in linea di principio, la conoscenza di infiniti valori di 

misura xj ; in pratica la stima si compie su un numero finito di osservazioni 

sperimentali e quindi con un’incertezza nx /σ   (se i campioni sono indipendenti); 

 
Minimizzando il valore assoluto dello scarto ? 

anziché il valor medio, avremmo ottenuto la mediana. 
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come operiamo nel caso di un segnale x(t) = s + n(t) ? 
(n(t) processo casuale con E[n]=0) 
 

 

media ⇒ media temporale; 
(in linea di principio su un tempo infinito, 
 in pratica su un’osservazione temporalmente finita). 

 
La varianza della stima di s dipende: dal tipo di filtro; 
          dalla statistica del rumore. 

{ })()()0( 212 fSfHR nyy
−ℑ=== τσ

 

 
dove H(f) è la funzione di trasferimento del filtro,  
        Sn(f) è la densità spettrale del rumore n(t). 
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media mobile (finestra mobile) 
 

La forma più semplice di filtro che possiamo considerare è un 
integratore su un intervallo di tempo T (voltmetro, contatore elettronico): 
 
 

 

∫
−

=
t

Tt

dx
T

ty αα )(1)(  

 
 

la risposta all’impulso per questo filtro è: 
 
 

( ))()(1)( Ttutu
T

th −−=  
 

a cui corrisponde la funzione di 

trasferimento: 
2

2 sin)( ⎟⎟
⎠

⎞
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TffH

π
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filtro del primo ordine (filtro esponenziale,filtro autoregressivo,... 
    ...il solito filtro RC) 

 

 

l’altro filtro molto comune è 
quello del primo ordine con 
costante di tempo τ = RC, con 
funzione di trasferimento:  

2
2

)2(1
1

 )(
RCf

fH
π+

=
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esempio 
 
 
 

un caso interessante, sebbene poco realistico, è il caso di rumore bianco 
a spettro limitato (spettro bilatero): 
 

BfS nn /)( 2σ= ,      per Bf ≤≤0  e nulla altrove. 
 

La funzione di autocorrelazione è: ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅=

τπ
τπστ

B
BR nn

sin)( 2  

 

La funzione di autocorrelazione Rn(τi) = 0 si annulla per τi = i /B   (i intero > 0) 
 
 
 

I campioni del rumore a distanza Δτ = 1/B sono fra loro scorrelati. 
 

Sommando n di questi campioni, presi sul tempo totale T = n/B, oppure 
integrando su questo intervallo di tempo, la varianza della stima di s è: 
 

BTn /22 σσ =  
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Per un rumore con spettro arbitrario le cose si complicano; 
è possibile dimostrare che la varianza della stima è data dall’espressione: 
  

∫
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

T

T
x dR

TT
ττ

τ
σ )(112  

 
 
 
 

per intervalli di tempo di osservazione T sufficientemente lunghi possiamo 
approssimare l’espressione con 
 

∫
−

≈
T

T
x dR

T
ττσ )(12  

 

che per T → ∞ si annulla (stima di s consistente, non polarizzata), come è 
desiderabile avvenga. 
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esempio 
 

un caso più realistico è quello di un rumore bianco filtrato da un filtro 
passabasso del primo ordine: 
 

2
2)2(1

4)( nn RCf
RCfS σ

π+
=                  ot

nn eR /2)( τστ −⋅=  

 

in questo caso la varianza della stima di s, all’uscita del filtro è: 
 

( )⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−= − RCT

n e
T

RC
T
RC /22 114σσ  

 

che si riduce a 
T
RC

n
422 σσ =   nel caso in cui il tempo di integrazione T è 

molto maggiore della costante di tempo caratteristica RC (tempo di 
correlazione del rumore n(t)). 
 

(questo ci conduce di nuovo al risultato che la banda equivalente di rumore per un sistema del 
primo ordine è Bn = 1/4RC = (π/2) f-3dB ) 
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...questo tipo di filtri sono utili anche quando il segnale s  non è una costante 
ma sia una funzione del tempo lentamente variabile rispetto al tempo di 
integrazione. 
 
Il filtro svolge la funzione principale di eliminare componenti di alta 
frequenza del rumore; 

 

consideriamo nuovamente il filtro a “finestra mobile”: 
 

∫
−

=
t

Tt

dx
T

ty αα )(1)(  

 
il tempo di integrazione T deve essere sufficientemente piccolo rispetto alla 
rapidità di variazione del segnale. 

Corso “Segnale e Rumore” – Giorgio Brida – Giugno/Luglio 2007       Pagina 14 di 79 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Corso “Segnale e Rumore” – Giorgio Brida – Giugno/Luglio 2007       Pagina 15 di 79 



 

   La figura riporta un segnale ad onda quadra di ampiezza unitaria a cui è 
stato sommato del rumore con distribuzione d’ampiezza di tipo gaussiano con 
varianza pari ad uno. 
 

Sono riportati alcuni esempi di filtraggio con media mobile per tempi di 
integrazione T crescenti; quando il tempo di integrazione è confrontabile con 
il periodo dell’onda quadra, la deformazione dei fronti di salita e discesa è 
evidente. 
 
Il filtro si comporta “bene” nel caso di fluttuazioni casuali;  
quando sono invece presenti disturbi impulsivi di grande ampiezza entra in 
crisi, la sua risposta contiene ancora questi contributi impulsivi... 
 

...in questo caso possono risultare preferibili filtri non-lineari. 
Un esempio è il filtro a mediana, di cui si riporta il comportamento per il 
caso precedente a cui si è aggiunto del rumore impulsivo. 
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in quest’ultimo grafico si può vedere in dettaglio il comportamento del filtro 
a media mobile in presenza dell’impulso e confrontarlo con la risposta del 
filtro a mediana. 
 

• altre operazioni non lineari ? 
a) filtro α: calcola il valor medio dei dati nell’intervallo T escludendo  

 quei dati nella coda della distribuzione locale [ F(x) < α; F(x) > 1-α ]; 
         b) clipper. 
 

• i filtri non-lineari offrono soluzioni ad hoc per problemi particolari; 
la teoria relativa non ha carattere così generale come invece è per i 
filtri lineari. 

 
nota → nei sistemi “real time” devo tener in debito conto del ritardo introdotto dal filtro... 
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Filtraggio lineare ottimo 
 
 
 

Possiamo “progettare” un filtro che sfrutti in modo ottimale la diversa 
distribuzione in frequenza del segnale e del rumore. 
 
 
 

Torniamo a considerare la stima di una costante s a partire da n 
osservazioni x = {x1,x2,...xj,...xn};  

 

nnxaxaxas +++= ...ˆ 2211  
 

devo determinare le costanti ai in modo da minimizzare l’errore 
quadratico medio Q=E[(s-ŝ)2]; 
 
 
 

Principio di ortogonalità 
min{Q} equivale a determinare le costanti ai in modo tale che lo scarto 
(errore) sia ortogonale ai dati: E[(s-ŝ)xi]=0.  ∀i  

Corso “Segnale e Rumore” – Giorgio Brida – Giugno/Luglio 2007       Pagina 20 di 79 



 

...passando al caso più generale della stima dell’andamento del segnale 
s(t) in base all’osservazione dell’andamento di x(t) = s(t) + n(t) in un 
certo intervallo di tempo t∈[a,b];   sia il segnale da stimare sia il segnale 
misurato (l’osservazione) sono funzione del tempo. 
 

In questo problema di filtraggio non abbiamo una combinazione lineare di 
variabili casuali, ma un integrale del prodotto dell’osservazione per una 
funzione pesatura h(t), di cui dobbiamo determinare la forma: 

∫=
b

a

dxhts ξξξ )()()(ˆ . 

La forma della funzione pesatura si ottiene imponendo la minimizzazione 
dell’errore quadratico medio attraverso il principio di ortogonalità:  

0)()()()( =
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− ∫ ξααα xdxhtsE

b

a

    per a < ξ < b. 
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    per a < ξ < b. 

 

Nell’ipotesi di stazionarietà, otteniamo: 

ααξαξ dhRtR
b

a
xxsx )()()( ∫ −=− . 

filtro di Wiener (1942): è possibile ricavare la funzione pesatura h(t) da 
questa equazione integrale. 
Molti lavori seguirono al lavoro iniziale di Wiener e Kolmogoroff sui filtri 
Il maggior contributo fu dato da Kalman (1960) che introdusse un filtro 
tempo discreto ricorsivo ......la miglior stima del segnale s(t) soddisfa 
un’equazione differenziale lineare “guidata” dal segnale x(t).  Il filtro di 
Kalman non è caratterizzato da un’espressione esplicita per la risposta 
impulsiva del filtro ma da un algoritmo adattativo. 
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significato “fisico” del filtro di Wiener: 
(dominio della frequenza di Fourier) 
 

...ancora applicando il principio di ortogonalità e ponendo τ = t - ξ ricavo 
l’equazione integrale : 

∫
∞+

∞−

−= αααττ dhRR xxsx )()()(  

trasformando secondo Fourier ambo i membri ottengo:  Ssx(f) = Sxx(f) H(f) 
 

cioè la funzione di trasferimento cercata è  
)(
)()(

fS
fSfH

xx

sx=  

la sua antitraformata ci fornisce h(t). 
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)()(

fS
fSfH

xx

sx=  

 

Nel caso in cui di nuovo segnale e rumore hanno la creanza di essere 
indipendenti (Ssn(f) = 0) allora: 
 

Ssx(f) = Sss(f) + Ssn(f) = Sss(f) 

Sxx(f) = Sss(f) +Ssn(f) + Sns(f) + Snn(f) = Sss(f) + Snn(f) 
 

arriviamo alla forma:     
)()(

)()(
fSfS

fSfH
nnss

ss

+
=  

 

L’errore di stima si calcola dall’espressione Q = E[(s-ŝ)ŝ]: 
 

∫
∞+

∞− +
= df

fSfS
fSfSQ

nnss

nnss

)()(
)()(
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• l’errore di stima si annulla quando segnale e rumore occupano regioni 
spettrali differenti (non si sovrappongono): Sss(f)⋅ Snn(f) = 0; 
in questo caso H(f) = 1 dove Sss(f) ≠ 0,   H(f) = 0 dove Sss(f) = 0. 
 

• in assenza di rumore n(t) = 0 
il filtro ottimo ha un modulo costante e un comportamento lineare della 
fase sullo spettro del segnale x(t); 
 

• in presenza di rumore la banda del filtro viene ridotta per ridurre il 
rumore all’uscita del filtro; si riduce così anche il segnale all’uscita del 
filtro; il valore ottimale della banda passante è quello al di sotto del 
quale il segnale all’uscita si riduce più rapidamente del rumore. 
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esempio 
Consideriamo il caso dell’estrazione di un segnale sinusoidale immerso nel 
rumore.....da queste considerazioni segue che il filtro di Wiener ottimale è 
un filtro con banda infinitamente stretta !!! 
 

esempio 
Consideriamo un segnale a banda limitata (fs) in presenza di rumore bianco: 
 

Sss(f) = So / (1+ (f/fs)2)   N(f) = No
 

Ricaviamo H(f)... 

2

1

1
)(

)()(

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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+
+

=
+

=

soo
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o

ss

ss

f
f

NS
NNS

S
NfS

fSfH  

 

• la frequenza di taglio superiore del filtro non è fs ma è più alta; 
tanto più elevata quanto più grande è il rapporto So/No. 

fβ = fs (1 + So/No)1/2
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qual è la sua forma nel tempo ? h(t) ? 

Antitrasformando otteniamo la risposta impulsiva, che è non causale: 

h(t) = A exp(-2πβ|t| ) 

dove β è la frequenza di taglio del filtro. 

E’ un’esponenziale bilatera... 

______________________________________ 
 

N.B. il filtro di Wiener è insensibile alla fase del segnale di ingresso; 

la funzione h(t) è legata alle funzioni di autocorrelazione. 

Un approccio che tiene conto invece di questo aspetto è il filtro adattato. 
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Filtro adattato 

• forma dell’impulso del segnale s(t) conosciuta; 

• obiettivo: determinare l’occorrenza di un evento impulsivo la sua 

ampiezza A e l’istante di occorrenza to; 

x(t) = A s(t-to) + n(t) 
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   calcoliamo nuovamente il prodotto di convoluzione fra il segnale x(t) e una 
funzione di filtro w(t); 

∫ ∫
∞−

∞+

−=−=
t

dtxwdxtwtm
0

)()()()()( αααααα  

si dimostra che quando w(t) = s(-t), ovvero la risposta impulsiva del filtro è 
uguale alla forma del segnale invertita nel tempo, 
 

• fornisce il migliore rapporto segnale/rumore (nel caso di rumore bianco). 
• la funzione di trasferimento del filtro W(f) è ovviamente  la 

trasformata di Fourier di w(t) = s(-t), cioè:   W(f) = S*(f) 
 

Significato fisico - modulo 
 

L’espressione W(f) = S*(f) indica che il modulo della funzione di 
trasferimento del filtro è massima proprio per quelle frequenze a cui 
abbiamo il maggior contributo del segnale e allo stesso modo, dove il segnale 
ha un contenuto spettrale trascurabile la funzione di trasferimento del 
filtro è bassa. 
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Significato fisico - fase 
 

   La richiesta sul comportamento della fase è molto spesso trascurato e non 
compreso;  

 

 
 
 
A partire dal segnale impulsivo a sinistra, tutte le componenti spettrali sono 
in fase all’istante t = 0; il filtro con f.d.t. s(t) produce uno sfasamento fra le 
componenti spettrali in modo da costruire il segnale s(t). Il ritardo di fase 
introdotto dal filtro adattato cancella esattamente quelle dovute al primo 
filtro, riportando in fase tutte le componenti spettrali.  
 

Nota storica 
   La teoria del filtro adattato (così come quella del filtro di Wiener) è data 
sviluppata durante la 2a guerra mondiale per la rivelazione di segnali radar, segnali di 
forma nota, di cui interessa misurare soprattutto il ritardo in ricezione per stabilire 
la distanza del bersaglio [3]. 
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Qual è il rapporto Segnale/Rumore ? 
 

• segnale  il quadrato del valore massimo del segnale m(t), all’uscita del 

 filtro, cioè m2(to); 

• rumore  la varianza σ2 del rumore all’uscita del filtro 

SNR = m2(to) / σ2

 

Il segnale di uscita per l’ingresso A s(t-to) sarà l’antitrasformata del 

prodotto: A W(f) S(f) exp(-j2πfto); 

la varianza del rumore sarà data dall’integrale dello spettro del rumore di 

uscita: Sn(f) |W(f)|2. 
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Il rapporto segnale/rumore sarà quindi: 
 

2

2

2

)()(

)()(

∫

∫
∞+

∞−

∞+

∞−

−

=
dffSfW

dfefWfS
ASNR

n

tfj π

 

 

   Se il rumore è bianco (Sn(f) = cost.), si dimostra appunto che SNR è 

massimo per W(f) = S*(f), e    ∫
∞+

∞−

= dffS
S
ASNR

n

2)(  
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cos’altro ci dice tutto questo? 
 
   quando consideriamo un segnale sinusoidale al posto di un segnale impulsivo, 

queste considerazioni ci dicono che la funzione peso ottimale è un segnale 

sinusoidale alla stessa frequenza; 

 

così come per un’onda quadra la funzione peso ottimale risulta essere 

un’onda quadra alla stessa frequenza... 

...ma questo altro non è che il lock-in ! 
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2. Tecniche di correlazione 
 

• individuare la presenza di un segnale disponendo di un segnale di 

riferimento     correlazione incrociata con un segnale di riferimento 

 
• individuare la presenza di un segnale in assenza di un segnale di 

riferimento, sfruttando la correlazione fra osservazioni diverse dello 

stesso segnale: a) a tempi diversi;    autocorrelazione 

b) allo stesso tempo, utilizzando due o più misure 

dello stesso segnale.   Brown-Twiss 
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• segnale x(t) e un riferimento ideale: Rxr(τ) 
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• quando non abbiamo a disposizione un segnale di riferimento: Rxx(τ) 
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• tecnica Twiss-Brown: 
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Estrazione di un segnale sinusoidale dal rumore, 
con un segnale di riferimento. 
 

)()2sin()( tntfAtx ++= ϕπ  
 

di cui è nota la frequenza f, ma non la fase né l’ampiezza. 
Vogliamo stimarne l’ampiezza. 
 

Il segnale di riferimento:   )2sin()( tftr π=  
alla stessa frequenza. 
 
 
 
 
 
Eseguo la correlazione incrociata fra i due segnali: 

)2cos(
2
1)]()([)( ϕτπττ +=+= fAtrtxERxr  
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)2cos(
2
1)]()([)( ϕτπττ +=+= fAtrtxERxr  

 
posso quindi determinare sia l’ampiezza A che la fase ϕ . 
 
In pratica l’osservazione del segnale avverrà su un tempo finito T e 

quindi anche la stima di Rxr(τ) sarà incerta... 

...l’incertezza nasce dalle fluttuazioni del termine che nasce dalla media 

temporale (su un tempo finito T) del prodotto n(t)⋅r(t). 
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Incertezza nella stima delle funzioni di correlazione 
...in generale... 

∫ +=
T

xy dttytx
T

R
0

)()(1)( ττ  

 
per T<≤ τ0 . Dove si suppone di avere a disposizione un’osservazione 
sperimentale su un intervallo di tempo T+τ, per il valore massimo di τ a 
cui siamo interessati. 
 
L’incertezza nella stima sarà: 

[ ] dvduRuyuxvyvx
T

RRER
T T

xy

xyxy xy

∫ ∫ −++=

=−=

0 0

2
2

222

)()()()()(1

)()]([)]([

τττ

τττσ

 

dove entrano in gioco i momenti statistici del quarto ordine ! 
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...se i processi x(t) e y(t) sono gaussiani (statistica del secondo ordine) 
allora questa espressione si riduce alla forma: 
 

[ ] ( )∫
−

+−+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

T

T
yyxyyyxxxy dRRRR

TT
R ξτξτξξξ

ξ
τσ )()()()(11)(ˆ2  

 
• si annulla per T → ∞ (stima consistente); 
• per T sufficientemente grande l’espressione si riduce a  
 

[ ] ( )∫
∞+

∞−

+−+≈ ξτξτξξξτσ dRRRR
T

R yyxyyyxxxy )()()()(1)(ˆ2  

per τ = 0 l’integrando si riduce a 2 Rxx(ξ); 
per τ sufficientemente grande l’integrando si riduce a Rxx(ξ) 
         (   si sfrutta la relazione  )()()(2 τξτξξ −+>> xxxxxx RRR   ) 
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Nel caso in cui i due processi x(t) e y(t) sono a media nulla e a banda 
limitata, B  si ottiene: 
 

[ ])()0()0(1)](ˆ[ 22 ττσ xyyyxxxy RRR
BT

R +≈  
 

Tornando al caso particolare dell’estrazione di una sinusoide di frequenza f 
nota con un riferimento ideale y(t) = r(t), m(t) = 0 (senza rumore) 

 

)2cos(
2
1)(

)2cos(
2
1)(

)()2cos(
2
1)()()( 2

ϕτπτ

τπτ

ττπτττ

+=

=

+=+=

fAR

fR

RfARRR

xy

yy

nnnnssxx

 

Per misure a bassi valori del rapporto segnale-rumore 12 22 <<nA σ  

otteniamo:
BTn 4
122 σσ ≈  
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Nel caso in cui non è disponibile il segnale di riferimento ? 
 
Consideriamo il caso in cui non si conosca né la frequenza né l’ampiezza 
del segnale sinusoidale immerso nel rumore e si voglia stimare questi 
parametri. 
Eseguiamo allora l’autocorrelazione del segnale misurato: 
 

)()2sin()( tntfAtx ++= ϕπ  
 

)()2cos(
2
1)]()([)( 2 τπττ nnxx RtfAtxtxER +=+=  

 
da cui determiniamo i parametri incogniti (frequenza e ampiezza)  

 ma non la fase. 
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per ritardi τ sufficientemente grandi possiamo agevolmente stimare i 
parametri della sinusoide. 
Anche in questo caso devo ricordarmi che sto effettuando un’osservazione su un tempo finito e quindi avrò 
delle fluttuazioni sulla stima.
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Tecnica Twiss-Brown                      
                                                                                 (R.Hanbury Brown, The Intensity Interferometer, Taylor & Francis, 1974) 
   Quando ho due sensori che misurano lo stesso segnale, con rumori fra loro 
indipendenti ? 

 

 

x(t) = s(t) + n(t)  con Rxx(0) = S + N 
y(t) = s(t) + m(t)  con Ryy(0) = S + M 

 

Rsn(τ) = 0;   Rsm(τ) = 0;   Rnm(τ) = 0.  
(segnale e rumore dei due rivelatori scorrelati) 

 
 
 
 

La correlazione incrociata di questi processi fornisce la varianza del 
segnale Rxy(0) = S. 
L’errore di stima, dove effettivamente non ci sia alcuna correlazione fra i 
rumori associati alle due osservazioni attraverso i due sensori: 
(dal caso di un processo di rumore a banda limitata)  

[ ])()0()0(1)](ˆ[ 22 ττσ xyyyxxxy RRR
BT

R +≈  
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Nel caso di nostro interesse diventa: 
 

[ ]22 ))((1)]0(ˆ[ SMSNS
BT

Rss +++≈σ  
 

in condizioni di basso rapporto segnale/rumore, dove N =M (sensori fra 
loro uguali), allora 

BT
NRss

2
2 )]0(ˆ[ ≈σ  

 

La varianza si riduce con la radice quadrata del tempo di integrazione T. 
 

   Questa tecnica è impiegata in varie discipline (radioastronomia, 
termometria di rumore,...,misure di rumore di fase negli oscillatori!) 
spesso riscoprendola... 
 

Il suo grande pregio sta nella capacità di ridurre l’incertezza di misura 
del sistema a correlazione al di sotto del rumore proprio del singolo 
canale del sistema. 
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Rivelazione del segnale - riassunto 
 

ipotesi: rumore additivo x(t) = s(t) + n(t) 
 

• filtraggio: media mobile e le sue patologie; filtro primo ordine,... 
 

compito del filtro è quello di eliminare le componenti 
spettrali del segnale x(t) che non contengono alcuna 
informazione sul segnale s(t) che intendiamo stimare. 
Attenzione nella scelta del filtro al suo comportamento 
imprevisto verso rumore o disturbi ad esempio impulsivi. 
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2. correlazione: 

• segnale x(t) e un riferimento ideale: Rxr(τ) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

BTn 4
122 σσ ≈  

 
dove T = intervallo di tempo dell’osservazione (integrazione) di x(t); 
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• quando non abbiamo a disposizione un segnale di riferimento: Rxx(τ) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)()2cos(
2
1)]()([)( τπττ nnxx RtfAtxtxER +=+=  
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• tecnica Twiss-Brown: 
 
 

       
BT
NRss

2
2 )]0(ˆ[ ≈σ  

 
 

Il suo grande pregio sta nella

capacità di ridurre l’incertezza

di misura del sistema a

correlazione al di sotto del

rumore proprio del singolo

canale del sistema. 
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BoxCar sampling gate 
 

....il caso del filtro adattato è la soluzione ottimale dal punto di vista del 

rapporto SNR; tuttavia in molte situazioni il miglioramento rispetto al caso 

di un’integrazione sulla durata dell’impulso può risultare modesto rispetto 

alla complicazione e alla specificità dell’implementazione di un filtro 

adattato. 

 

   Una soluzione alternativa molto interessante e relativamente semplice da 

implementare è quella di integrare su impulsi successivi 
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Corso “Segnale e Rumore” – Giorgio Brida – Giugno/Luglio 2007       Pagina 53 di 79 



   l’interruttore del circuito è chiuso in corrispondenza di ogni impulso 

integrando il segnale all’ingresso; quando l’interruttore invece rimane aperto 

la tensione ai capi del condensatore non cambia. Questa semplice soluzione 

consente di accumulare il segnale in corrispondenza del picco migliorando il 

rapporto segnale/rumore. 
 

   questa tecnica funziona anche nel caso di 
una forma del segnale più generale, di cui si 
intende ricostruire la forma; in questo caso 
occorre integrare su un piccolo intervallo di 
tempo rispetto alla durata del segnale e 
accumulare su più eventi successivi; cambiare 
la regione di integrazione e di nuovo 
accumulare... 
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   La ricostruzione della forma del segnale richiede un tempo proporzionale 

al numero di medie che si effettuano su ogni intervallo di tempo su cui è 

suddiviso il segnale e dal loro numero;  
 

N.B. mi serve anche un segnale di riferimento 
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...è ovviamente possibile realizzare una scansione automatica del ritardo 

rispetto all’inizio del segnale 
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Lock-in 
 

   Per aggirare i problemi causati da rumore 1/f, derive e offset una 

tecnica efficace e di largo impiego è quella della rivelazione sincrona; 

il segnale viene opportunamente modulato in modo tale da spostare 

spettralmente l’informazione del nostro esperimento dalla d.c., bassa 

frequenza, ad una frequenza f lontana dai termini di deriva, rumore 1/f. 

 

• sorgente segnale modulata a frequenza f; 

• amplificatore a.c.; 

• rivelazione sincrona. 
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Lock-in 
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Come funziona? 

   consideriamo di voler misurare una sinusoide di frequenza e fase nota in presenza di 
rumore.  
Il segnale di controllo è un’onda quadra sincrona con la sinusoide applicata all’ingresso. 
L’effetto della commutazione sincrona è quello di rettificare il segnale sinusoidale 
collegandosi all’uscita dell’amplificatore che in quell’istante fornisce un’uscita positiva. 
L’uscita del filtro è un segnale costante proporzionale all’ampiezza della sinusoide. 
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Il processo di rettificazione risulta ininfluente sul rumore; all’ingresso 

del filtro avremo ancora del rumore con le stesse proprietà statistiche. 

Si può migliorare a piacere il rapporto segnale-rumore aumentando il 

tempo di integrazione del filtro, potendo così misurare l’ampiezza 

dell’onda sinusoidale di debolissima intensità immersa nel rumore. 

   L’eventuale amplificazione del segnale avviene alla frequenza di 

modulazione lontano dalla continua ( e dal rumore 1/f); gli effetti di 

eventuali offset di questo componente sono ininfluenti. 
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Confronto fra misura dc e con lock-in  
in presenza di rumore bianco; 
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Nota storica – radiometro di Dicke 
L’introduzione di questa tecnica di misura è comunemente attribuita a Dicke. Il suo 
problema era quello di effettuare misure di debolissime potenze a microonde (radiazione 
termica). Per aggirare il problema della stabilità del sistema di amplificazione del segnale 
misurava la differenza del segnale prodotto dalla sorgente in studio e una sorgente di 
riferimento (terminazione a temperatura nota). 
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Corso “Segnale e Rumore” – Giorgio Brida – Giugno/Luglio 2007       Pagina 65 di 79 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

 

Corso “Segnale e Rumore” – Giorgio Brida – Giugno/Luglio 2007       Pagina 66 di 79 



altre descrizioni equivalenti del funzionamento del lock-in: 
 

• strumento che esegue l’analisi spettrale del segnale al suo ingresso alla 
frequenza del segnale di riferimento; la continua commutazione fra le 
due posizioni del deviatore è equivalente a moltiplicare il segnale di 
ingresso per un’onda quadra (fondamentale + armoniche dispari); 

 
• correlazione incrociata fra il segnale e un riferimento periodico; 

 
• traslazione in frequenza dello spettro del segnale di ingresso; le 

componenti spettrali del segnale attorno alla frequenza del segnale di 
riferimento vengono traslate a bassa frequenza; 

 
• demodulatore di un segnale modulato in ampiezza. 
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Tornando al nostro schema di principio. 
Quando la sinusoide di ingresso è in fase con il  segnale di riferimento, 
l’uscita dal filtro è massima. In generale l’uscita sarà proporzionale al coseno 
della differenza di fase fra riferimento e segnale. 
Di solito sono disponibili due canali d’uscita; uno per la componente in fase 
l’altro per la componente in quadratura (90°). 
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filtro: consideriamo un filtro del primo ordine  
)/(1

1)(
3dBffj

fH
−+

=  

Assumiamo che il rivelatore sincrono esegua il prodotto fra il segnale x(t) e 
il riferimento r(t); prendiamo in considerazione questa volta un riferimento 
sinusoidale a frequenza fissa fr: r(t) = cos(2πfrt). 
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L’uscita del rivelatore sincrono è: u(t) = x(t) ⋅ r(t). 
L’operazione prodotto è evidentemente un’operazione non-lineare fra i due segnali... 

 
Consideriamo il comportamento di questo componente rispetto a due diversi 

segnali di ingresso: 

• segnali periodici: s(t) = A(t) cos(2πfst-φ)=A(t)cos(2π(fr+Δf)t-φ); 

non necessariamente alla stessa frequenza del riferimento; 

A(t) è lentamente variabile nel tempo rispetto al tempo di 

integrazione del filtro. 

• processo casuale con spettro Sn(f) 
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Per quanto riguarda il primo tipo di contributi, il segnale di uscita dal 
rivelatore sincrono è: 
 

us(t) = A(t) cos(2π(fr+Δf)t-φ)   cos(2πfrt) 
 

quando Δf = 0, il segnale ha la stessa frequenza del riferimento: 
 

us(t) = A(t) [ (1+cos(4πfrt))⋅cosφ + sin(4πfrt)⋅sinφ ] 
 

all’uscita del filtro rimane   i(t) = A(t)⋅cosφ 
 
Nel caso di un segnale a frequenza diversa da quella del riferimento (φ = 0) 
 
us(t) = A(t) cos(2π(fr+Δf)t) cos(2πfrt) =  
        = A(t) [cos2(2πfrt) cos(2πΔft) - cos(2πfrt) sin(2πfrt) cos(2πΔft)] 
 

all’uscita del filtro rimane il contributo A(t) cos(2πΔft); 
se Δf rientra nella banda passante del filtro, altrimenti verrà attenuata. 
 

In entrambe i casi abbiamo uno spostamento in frequenza del segnale 
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...per quanto riguarda la parte casuale eseguiamo l’autocorrelazione del 

segnale prodotto fra riferimento e segnale casuale, ricordando che 

moltiplicare due segnali nel dominio del tempo significa, nel dominio della 

frequenza di Fourier, eseguire la loro convoluzione.  

Se n(t), componente casuale in ingresso, e r(t) riferimento sono indipendenti 

all’uscita del rivelatore abbiamo Ru(τ) = Rn(τ) Rr(τ) = Rn(τ) cos(2πfrτ) 
 

A cui corrisponde lo spettro:   ττπτ τπ defRfS fj
rnu

2)2cos()()( −
∞+

∞−
∫=  

 
che corrisponde a alla traslazione dello spettro del processo casuale 
 

)()()( rnrnu ffSffSfS ++−=  

Corso “Segnale e Rumore” – Giorgio Brida – Giugno/Luglio 2007       Pagina 72 di 79 



 

N.B. in questo caso stiamo 
facendo riferimento a spettri 
bilaterali!!! 
 
 
 
 
 
 
 
Lo spettro ottenuto 
viene poi filtrato: 
 

 

( ))()(
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1)()(
3

ffSffS
ff

fSfS rrrn
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qi −++
+

==
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La varianza del rumore prodotta dal processo casuale a ciascuna delle due 

uscite si calcola immediatamente integrando sulla banda del filtro. 

Se il rumore ha uno spettro costante attorno ad fr e ricordandoci della 

banda equivalente del filtro del 1° ordine otteniamo: 

)(
2

)( 3
22

rndBnrnqi fSfBfS −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⋅==
πσσ  

 

esempio 
 

sinusoide a 1 kHz, ampiezza 10 μV in presenza di un rumore con densità 
spettrale attorno a questa frequenza pari a 10 (μV)2/Hz. 
Se osserviamo questo segnale direttamente con una banda anche solo di 10 
kHz il rapporto segnale/rumore ≈ 1/1000   (-30 dB).  
Utilizzando un lock-in e integrando per 100s il rumore (la sua varianza) viene 
ridotta di un fattore 10:    S/N ≈ 1/100  (-20 dB). 
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lock-in – sommario, 

• amplificazione “a basso rumore” in alternata; 

evito offset, flicker e derive. 

• misure fisiche: applico uno stimolo alla frequenza di demodulazione 

oppure provvedo a modulare qualche parametro dell’apparato 

sperimentale 

 

esempio: amplificatori a chopper; questa tecnica era largamente utilizzata per realizzare 

amplificatori in continua ad alto guadagno, di precisione. Il segnale d’ingresso viene modulato 

moltiplicandolo per un’onda quadra di frequenza fissa e ampiezza costante; l’onda quadra così 

ottenuta viene amplificata e demodulata per riottenere un segnale in continua. 
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modulazione derivativa 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
in questo caso si modula non il fascio di luce ma una variabile indipendente, la lunghezza d’onda 
del monocromatore; 
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La tecnica prende il nome di modulazione derivativa perchè il segnale di uscita rappresenta la 
derivata prima del picco di assorbimento 
 
 

 
modulazione < larghezza della riga d’assorbimento 
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